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编者按 本文是蔡天新教授为他新近出版的著

作《数论——从同余的观点出发》（高等教育

出 版 社， 2 0 1 2 年 9 月 ） 所 作 的 导 言， 在 这

本基础数论教程里，每小节后面都有补充读

物，从中介绍了数论研究的新方法，并就若

干经典数论问题提出自己大胆新颖的想法或

延拓，部分结果发表后引起数论界同行的关

注，包括菲尔兹奖得主阿兰 •贝克在内的名
家都予以褒扬。蔡天新教授认为，他之所以

能在近年取得自我突破，部分原因是对数学

史和数学文化进行了学习和探讨，这提升了

他的想象力，促进了他的数论研究。

数是我们心灵的产物
蔡天新

将近一个世纪以前，

美国出生的英国数学家莫

德尔在一篇随笔中写道：

“数论是无与伦比的，因为

整数和各式各样的结论，

因为美丽和论证的丰富性。

高等算术（数论）看起来

包含了数学的大部分罗曼

史。如同高斯给索菲 •热
尔曼的信中所写的，‘这类

纯粹的研究只对那些有勇

气探究她的人才会展现最

魅人的魔力’。”或许有一

天，全世界的黄金和钻石

会被挖掘殆尽，可是数论，

却是用之不竭的珍宝。

1801 年，24 岁 的 德

国青年高斯出版了《算术

研究》，从而开创了数论研

究的新纪元。这部伟大的

著作曾投寄到法国科学院

而被忽视，但高斯在友人

的资助下将它自费出版了。

在那个世纪的末端，集合

论的创始人康托尔这样评

价：“《算术研究》是数论的宪章……高斯的出版物就是

法典，比人类其他法典更高明，因为无论何时何地从

未发觉出其中有任何一处错误。”高斯自己则赞叹，“数

学是科学的皇后，数论是数学的皇后。”

这部著作的开篇即定义了同余，任意两个整数 a
和 b被认为是模 n同余的，假如它们的差 a － b 被 n整
除。高斯首次引进了同余记号，他用符号“≡”表示同
余。于是，上述定义可表示为

a≡b(mod n)

有了这个方便的同余记号以后，数论的教科书显

得更加简洁美观。今天，基础数论教材的开篇大多介

王元先生扉页题词《数论——从同余的观点出发》
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此处 ( )为二项式系数。

除了引进同余符号，高斯还给

出了正多边形作图方法和原根存在

的充要条件，前者是有着两千多年

历史的数学悬案，后者的理论虽较

完整仍可以增补（如原根的乘积、

求和同余），这些在本书的第 4章

第 5节和第 5章均有展示。说到原

根的存在性，少不了素幂模同余式，

本书的第 7章给出了不少素幂模甚

或整数幂模的崭新公式，包括拉赫

曼同余式的推广，后者在怀尔斯的

证明之前一直是研究费尔马大定理

的主要工具。诚如加拿大和爱尔兰

两位同行指出，这一推广（指从素

幂模到整数幂模）是 1906年以来

的第一次。又如，设 n是任意奇数，

我们发现并证明了
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其中 ϕ(n)、μ(n) 分别为欧拉函数和莫比乌斯函数。当 n
为素数时，此即著名的莫利（Morley）定理。

二次型是高斯著作中的重头戏，尤其是表整数问

题，拉格朗日证明了，每一个自然数均可表为 4个整

数的平方和。本书这方面谈的不多，但对于著名的华

林问题，我们却有独到深刻的描述。设 k和 s为正整数，

考虑丢番图方程

 n ＝ x1+x2+
...+ xs .

其中

x1x2
...xs＝ x

k

由希尔伯特 1909年的论证可知，必定存在 s＝ s'(k)，

使对任意的正整数 n，均可表成不超过 s个正整数之和，

且其乘积是 k次方。用 g'(k)(G'(k))分别表示最小的正整
数 s，使对任意（充分大的）正整数 n，上述方程成立。

我们在第 7章给出了 g'(k)的准确值和 G'(k)的估值，同

时猜测 G'(3) ＝ 3, G'(4) ＝ 4。一个更为精巧的推测是，

除了 2、5和 11，每个素数均可表成 3个正整数之和，

它们的乘积为立方数。

之所以能提出这类问题，是因为我们把整数的加

法和乘法结合起来考虑，这一点受到了 abc猜想的形式
启发，后者可以轻松导出费尔马大定理等一系列著名

绍整除或可除性。整除与同余式也构成了本书的前两

章，实际上，整除拟或带余数除法（在中国、印度和

希腊等地有着各自的渊源故事和名称）

a≡bq+r, 0 ≤ r <b

也等价于同余式 a≡r(mod b), 0 ≤ r <b。
接下来的三章，无论不定方程，还是原根和指标，

均与同余有关，更不要说一次、二次和 n次剩余了。不

仅如此，初等数论中最有名的定理，除了算术基本定

理以外，均与同余有关。例如，欧拉 -费尔马定理、威

尔逊 -高斯定理、拉格朗日定理和中国剩余定理，后者

的准确名字应为孙子 -秦九韶定理，或秦九韶定理（参

见第 3章第 1节）。

进入第 3章以后，我们讲述了高斯最得意的、花

费许多心血反复论证（共 8次）的二次互反律，高斯称

其为“算术中的宝石”。设 p和 q是不同的奇素数，则
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这里 (p/q ) 为勒让德符号，当它取 1或 -1分别表示二

次同余式 x
2≡p(mod q)有解或无解。这个结果是完美

无缺的，我们用几何和代数方法给出两个证明。在第 6

章我们介绍了一个新的同余式，她有着同样美丽的对

称性。设 p、q为不同的奇素数，则
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左：《数学与人类文明》；右：《数字与玫瑰》修订版，两本同是 2012年秋冬由商务

印书馆出版的数学文化著作，它们与《数论》构成作者的 2012数学三部曲
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猜想和定理，其在数论领域的影响力迅速替代了已被

证明的费尔马大定理。事实上，毕达哥拉斯的完美数

和友好数问题也是这两种基本运算的结合，它们具有

恒久的魅力。正是从这里开始，我们的想象力获得提升，

渐渐脱离开了同余的观念。

除了新华林问题，我们把著名的费尔马大定理也

做了推广（第 7章第 3节），即考虑丢番图方程

a + b = c

abc = x
n

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

的正整数解。设 d ＝ gcd(a, b, c)，当 d ＝ 1时，该方程

等同于费尔马大定理。也就是说，无正整数解。而当 d 

>1时，方程的可解性存在各种可能性，比如 d ＝ 2, n
＝ 4时有解 (a, b, c; x) ＝ (2, 2, 4; 2)。这就提出了一个

新问题，我们的猜测之一是，当 d 和 n均为奇素数时，

上述方程无解。这是费尔马大定理的完全推广，且无

法由 abc猜想导出（已有的两个推广——费尔马 -卡塔

兰猜想和比尔猜想则可由 abc猜想轻松推出）。

高斯在 19岁那年证明了：每个自然数均可表示为

三个三角形数之和。这是对费尔马问题的第一个回答，

后者在丢番图的《算术》空白处写下了第 18条注释：

当 n≥3时，所有自然数均可表示成 n个 n角形数之和。

所谓 n角形数是毕达哥拉斯学派定义的，即正 n角形
中的角点个数。特别地，三角形数为 0, 1, 3, 6, 10……

即所有形如
x

2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
的二项式系数，其中 10和 21分别为

保龄球的木瓶和斯诺克的目标球的排列方式和数目。

我们注意到了，二项式系数有着特殊而奇妙的性

质，它是除了数幂以外最简洁的整数，因此值得数论

学家重视。二项式系数以及多项式系数在本书中多次

出现，我们甚至定义了形素数
p
i

j

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟
(i, j ≥1)，这是一

类特殊的二项式系数，将素数与形数结合起来，其个

数与素数个数在无穷意义上是等阶的。我们猜测（已

验证至 107）

任意大于 1的自然数均可表示成 2个形素数之和。

这个猜想的提出无疑受到了哥德巴赫猜想的启发。

后者说的是，每个大于等于 9（6）的奇数（偶数）均

可表示成 3（2）个奇素数之和。我们认为，这一点不

够一致，且素数本身是构成整数乘法意义的基本单位，

用在加法上未必是最佳选择。另外，随着数的增大，它

的表法数也越来越多，似乎颇有些浪费了。与此同时，

我们也提出了下列弱孪生素数猜想：

对于任意正整数 k，存在无穷多对相邻为 2k的形素数。

我们研究的最古老的数学问题是完美数问题，这

是古希腊数学家毕达哥拉斯开创的问题。毕达哥拉斯

考虑了自然数的真因子之和等于其自身的那些数，即

满足

d = n

d n,d<n

∑ ,

他称其为完美数。例如 6 ＝ 1+2+3，28 ＝ 1+2+4+7+14，

经过阿契塔和欧拉（相隔 1200年）的努力，得知偶数 n

古典大师书影手迹三部：丢番图《算术》拉丁文版首版；费尔马亲书遗嘱，要求销毁手稿；高斯《算术研究》初版
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是完美数的充分条件是 n ＝ 2
p-1(2

p
－ 1)，其中 p和 2

p
－

1均为素数。这样的 p也叫梅森素数，利用最现代的计

算机可以得到 48个梅森素数，也就是说，我们已知 48

个完美数。另一方面，包括笛卡尔、费尔马和欧拉在

内的数学家曾考虑过诸如 d = kn

d n,d<n

∑ 之类的推广，但都

只获得若干特解。我们考虑了平方和的情形，即

d
2
= 3n

d n,d<n

∑ ,

得到了上式成立的充要条件是 n ＝ F2k-1F2k+1，其中

F2k-1 和 F2k+1是斐波那契孪生素数，从而再次产生了无

穷性。由目前的计算机只能求得 5对，即有 5个平方和

的完美数，后面 2个已经是天文数字。有趣的是，这 5

个完美数既有偶数也有奇数。但对于非 3常数或立方

及更高幂次的情形，这一现象不再出现。

本书的前五章和第 7章补充读物构成了《初等数

论》课程的教学内容，可供大学数学系每周四次的教学

之用，最后两章不在《初等数论》教程的讲授范围之内，

但它们与同余式紧密相关，且能够伸手触摸到，也可

算是本教材的一大亮点。至于本书的最大特色，可能要

数每节正常内容后面的补充读物（可以选讲，未安排

习题）。这种形式是一种尝试，希望借此拓广读者的知

识面和想象力，递增他们对数论的兴趣和热爱。事实上，

这些补充读物至少有两个功能：

其一，介绍了其他数论问题和研究的初步知识，

例如欧拉数和欧拉素数，阿达玛矩阵和埃及分数，佩

尔方程和丢番图数组，阿廷猜想和特殊指数和，椭圆

曲线和同余数问题，自守形

式和模形式，等等。其二，

介绍了与初等数论相关的新

问题和新猜想，除前面提到

的以外，还有格雷厄姆猜想，

3x+1问题，广义欧拉函数问

题，覆盖同余式组，素数链

和合数链问题，卡塔兰猜想，

多项式系数非幂，等等。

可是，也正因为问题和

猜想比较多（有时较为大胆），

容纳了本人的研究经验，尤

其是近年来的思考（有的尚

未发表），错误在所难免（并

非客套），期望读者予以发现

和纠正。本书的写作也是对

过去 25年来教授浙江大学

《初等数论》课程的小结，部分内容包括习题的选取得

到了近十位研究生和合作者的帮助，恕不在此一一提及

名字，他们参与研究的某些工作和国内外许多同行的

相关成果在书中有所展示。值得一提的是，不少工作

的进展和预测得到了计算机的帮助，这是我们比前辈

同行优越的地方。可以说，计算机之于数论学家，犹

如望远镜之于天文学家。

除此以外，我要特别感谢前辈数学家王元先生，

他不仅为本书题写了书名，同时在许多方面予以支持

和鼓励。还有菲尔兹奖得主、剑桥大学教授阿兰 •贝克
和卡塔兰猜想的证明者、哥廷根大学教授普莱达 •米哈
伊内斯库的褒奖，前者称赞新华林问题是“真正原创

性的贡献”，后者勉励作者“在当今繁杂的数学世界找

到了一片属于自己的领地”。

最后，我想引用高斯的一段话作为结束语，摘自

他为英年早逝的弟子艾森斯坦的论文集所写的导言：

“数论提供给我们一座用之不竭的宝库，储满了有趣的

真理，这些真理不是孤立的，而是最紧密地相互联系

着。伴随着这门科学的每一次成功发展，我们不断发

现全新的，有时是完全意想不到的起点。算术理论的

特殊魅力大多来源于我们由归纳法轻易获得的重要命

题。这些命题拥有简洁的表达式，其证明却深埋于斯，

在无数徒劳的努力之后才得以发掘；即便通过冗长的、

人为的手段取得成功以后，更为清新自然的证明依然

藏而不露。”
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